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Résumé

Nous présentons les idées principales de la renormalisation des équations aux dérivées
partielles stochastiques, telle qu’elle apparait dans la théorie des structures de régularité.
Nous discutons de maniere informelle la régularisation du bruit, la transformation du
modele canonique vers celui renormalisé, 1’espace des modeles et la structure algébrique
sous-jacente.

Dans D'article [13]], le deuxieme auteur de cette note a introduit une théorie des
structures de régularité (RS, regularity structures en anglais) dans le but d’obtenir pour
deux équations importantes une notion de ‘solution’, ainsi que des résultats d’existence
et unicité, qui étaient des problémes ouverts depuis des décennies. La premigre partie de
[13] est une vraie théorie, dans le sens qu’elle peut étre appliquée de la méme fagon a
une vaste classe de problemes ; cependant, la deuxieme partie, qui traite les applications,
contient de plus en plus d’arguments ad hoc, qui doivent étre adaptés si utilisés dans des
contextes différents. Pire, pour beaucoup d’autres équations intéressantes, 1’approche de
[13] devient impossible en pratique car la complexité combinatoire des objets impliqués
peut devenir arbitrairement grande.

Heureusement, la situation a changé récemment. Le quatuor d’articles [[13} 4}, (8, 3]
construit une boite noire completement automatique permettant d’obtenir des résultats
d’existence (locale) et d’unicité (modulo élément du groupe de renormalisation) pour
une large classe d’équations aux dérivées partielles stochastiques (EDPS), qui inclut

Ou = Au+ (G,u)® + €, z €R, (KPZ)
Oyu = Au + ué, z € R?, (PAM)
Ou = Au—u + €, z e R3, (@3)

pour £ € P’ (Rd) une distribution (fonction généralisée de Schwarz) aléatoire et tres
peu réguliere. L exemple principal est le bruit blanc en espace-temps, mais la théorie
s’applique a une classe tres large de &.

Ces équations sont appelées singuliéres. Pourquoi ? On peut remarquer qu’il est
possible de multiplier une distribution T € &’ (R%) et une fonction lisse ¢ € C'™® RY)



de facon canonique, en définissant le produit /T = T4 € D' (R?) par
UT(p) = T(p) == TWe), ¢ € CFRY.

Mais si ¢ ¢ C>°(RY), ce produit n’est en général pas bien défini. Or, chacune de ces

équations contient un produit entre une distribution dans &’ (R?) et une autre distribution

ou une fonction qui n’est pas suffisamment réguliere. Plus précisément :

— dans KPZ (Kardar-Parisi-Zhang), u n’est pas mieux que Holder en espace, la dérivée
O, u est donc une distribution et (9,u)? n’est pas bien défini.

— dans PAM (Parabolic Anderson Model), £ est un bruit blanc en espace, u est une
fonction non-lisse, donc u £ n’est pas bien défini.

— dans (<I>§), u est elle-méme une distribution et donc 13 n’est pas bien défini.

Dans ces équations, la notion de solution est problématique, avant méme de parler de

résultats d’existence et unicité.

Régularisation. Pour contourner ce probléme, on peut essayer de régulariser le bruit,
résoudre I’équation et ensuite passer a la limite : soit £, = o, * £ une régularisation de &,
avec (0:)e>0 une famille de mollificateurs pairs en espace-temps, et soit u. la solution
de

Ogte = Aue + F(ue, Ve, &) (1)

ou F est une fonction non-linéaire d’une certaine classe, qui inclut les trois équations
ci-dessus. La question naturelle est : Que se passe-t-il lorsque € — 0? Afin de contrdler
cette limite, on a besoin d’une topologie sur les bruits telle que
1. I'application &, — u. est continue
2. & — & lorsque € — 0.
Le premier point requiert une topologie suffisamment forte, alors que le second requiert
une topologie suffisamment faible. De fait, aucune solution ne parait possible si la
régularité de ¢ est trop faible. La partie analytique de la théorie des structures de
régularité (RS) fournit un cadre pour résoudre ce probléme, en construisant, pour une
équation donnée,
— un espace métrique (J, d) appelé Espace des Modéles
— un relévement canonique de tout £, régulier vers un modéle X° € J(
— une fonction continue ® : M — D’ (Rd) telle que u. = ®(X*®) résout 1’équation
régularisée (1)).

Ce schéma est inspiré de la théorie des Chemins Rugueux (Rough Paths en anglais),
initiée par Terry Lyons [[14] et ensuite développée, parmi d’autres, par Massimiliano
Gubinelli, dont les idées de chemins rugueux contr6lés [[10] et branchants [11] ont servi
d’inspiration directe dans 1’élaboration des structures de régularité.

Lathéorie RS identifie une classe d’équations, appelées sous-critiques, pour lesquelles
le modele canonique X® € Jl encode un nombre fini de fonctions explicites obtenues a
partir du bruit régularisé . par des multiplications ponctuelles et des convolutions avec
le noyau de la chaleur G ou des opportunes dérivées de G, disons par exemple 0, G.
Parmi les composantes du modele canonique X* € J{ on peut ainsi trouver

£, E(GxE), (0.G%6) & (Gx(0.GxE)7). (2)

Par contre, on n’est pas obligé de considérer foutes les fonctions possibles de ce type :
on ne s’attend typiquement pas par exemple 4 pouvoir donner un sens a £2 et on ne
considére donc pas £2 parmi les composantes de X°.

Pour décrire les fonctions qui forment les composantes de X nous utilisons une
notation graphique : chaque fonction est représentée par un arbre enraciné, ot



— les arétes correspondent a des convolutions avec G (arétes de type |) ou 0, G (arétes
de type |),

— chaque point de branchement correspond au produit ponctuel des fonctions que
représentent les sous-arbres au-dessus du noeud en question

— les bruits sont représentés par des noeuds de type O.

Par exemple, les quatre fonctions dans (2) sont représentées par les arbres suivants :

O? CKDV W? %' (3)

Formellement, on voit X* comme une application linéaire envoyant I’espace I des
combinaisons linéaires formelles de ces arbres dans un espace de distributions en écrivant
XE(O})) = fa(G * £¢), etc.

En simplifiant beaucoup, on peut dire que la convergence dans (J(, d) correspond
a la convergence de toutes ces fonctions explicites en tant que distributions. Notons
cependant que I’espace Jll n’est pas un espace linéaire : 1a topologie de /Il encode des
versions quantitatives d’énoncés du type “proche du point z, la distribution X¢(5°) est
proche de X¢(0)X¢(/)(z)”. Un probléme majeur apparaissant dans les exemples (2)) est
que ces produits peuvent étre divergents dans la limite ¢ — 0, e.g.

E[&s(G * gs)] = (Qs * G * Qs)(o) — G(O) = 400,

et on ne s’attend donc pas en général a ce que X* converge dans (J, d) lorsque € — 0.

Renormalisation. Pour pallier ce probléme, il faut accepter qu’il est nécessaire de
modifier (renormaliser) certaines composantes de X®, et définir un nouveau relevement
Xe € M de &.. Par exemple, le produit canonique (ponctuel) £.(G * &), qui diverge
quand € — 0, peut étre remplacé par

XE(&) = &(G # &) — &(G % &) — ELE(G + £)] = X° (). @)

Si, avec des modifications opportunes, on arrive a construire un relévement X¢ de & de

fagon a

— respecter les contraintes non-linéaires qui définissent I’espace des modeles J,

— obtenir une famille convergeant dans (M, d) quand ¢ — 0,

on pourra alors utiliser la continuité de I’application ® et obtenir une famille 7. := P(Xe)

convergeant dans 9’ (Rd).

Les modifications des composantes de X© ne peuvent bien entendu pas étre totalement
arbitraires : la structure non-linéaire a laquelle nous avons déja fait allusion doit étre
préservée, voir aussi la discussion en page[6] Le groupe de renormalisation 6_ que
nous décrivons dans [4]] est justement le groupe des transformations de /4 qui respectent
cette structure. On peut remarquer que Xe () = X5(¢” — c.1) pour une constante c,,
voir ci-dessous.

On peut résumer cette procédure en quatre étapes :

— Etape analytique : Construction d’un espace de modeles (., d) et continuité de
Iapplication ® : 4l — (R, [13].

— Etape algébrigue : Description d’une action de groupe sur 1’espace des modeles
décrivant la transformation .l > X¢ — X¢ € J du modele canonique au modele
renormalisé, [4].

— Etape probabiliste : Convergence en probabilités du modéle renormalisé X¢ vers
un modgle limite X dans (e, dy, 8.

— Seconde étape algébrique : Identification de I’équation renormalisée satisfaite par
i = O(XO), [2].
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Ficure 1 — Dans cette figure on voit la factorisation de 1’application £, — u. en
& — X = ®(X®) = u.. On voit aussi que dans 1’espace des modeles 4 il y a
différents relévements possibles de &, € 9D’ (RY), e.g. le modele canonique X° et le
modele renormalisé X°© ; c’est ce dernier qui converge vers un modele X, donnant ainsi
un relévement de . On remarque i, = @(XE) et = @(X).

Le résultat final est une solution renormalisée i := ®(X), qui est aussi I’'unique solution

d’un probleme de point fixe. Cela marche pour des bruits trés généraux, bien au-dela du
cas Gaussien.

Un exemple : KPZ. Considérons la version régularisée de KPZ :
e = Oue + (Oxue)® + . (5)

La liste des arbres représentant les composantes d’un modele dans J( est dans ce cas

o, ap, Xp o, W, X Y. & (6)

La version renormalisée de 1’équation est

1

8tﬁs = 85725 + (8$ﬂ5)2 - Ca + 587 CE = E[(axG * 56)2:| ~ -

7

Le premier article mathématique sur KPZ est [1], ou la solution est construite par
I’intermédiaire de la transformation de Hopf-Cole, c’est-a-dire la remarque simple que
ze = exp(u.) résout I’équation linéaire

atzs = 6325 + ze (gs - Cs)v ()

pour laquelle on peut montrer que z. converge quand € — 0 vers une fonction aléatoire
z, solution de 1’équation d’1t6

Oz = 022+ z €.

On peut donc définir 4 := log z (apres avoir montré que z > 0 p.s.); évidemment, c’est
i = log z., solution de (f7), qui converge vers 1, et non pas ..



Ce n’est pas avant [12] qu’une approche directe de (5)-(7) a été obtenue. La raison
pour laquelle les mathématiciens n’ont pas réussi a résoudre cette équation pendant
quinze ans est qu’il n’est pas facile de traiter la convergence de (9,.)> — C- lorsque
e — 0. Grace a la théorie RS, nous savons maintenant qu’il suffit de considérer la
convergence en tant que distribution de la famille X°(7) ol 7 varie dans la famille ().
par exemple .

X6 (W) = (0:G # &)° — E[(0,G % &)%) ©)

qui est la version renormalisée de (9, G * & 5)2. La continuité de I’application ¢ permet
de conclure la convergence de . := @(Xe).

A premiére vue on peut rester perplexe devant une telle modification d’une équation :
a-t-on résolu le probleéme de départ (5) ou bien un probleme différent comme (7)) ?
La réponse est que 1’équation (5) n’a rien de canonique, car elle est censée étre une
approximation d’une équation sans régularisation ; il se peut donc que (3)) ait besoin d’étre
ajustée quand € — 0 pour bien approcher I’objet limite. Dans ce sens, la transformation
de Hopf-Cole montre que (7) n’est pas seulement la renormalisation de (5]), mais plutot
la bonne approximation de 1’équation KPZ limite.

EDPS a valeurs dans une variété. Une application récente de la théorie RS est la
suivante : dans [3]] les auteurs de cette note avec F. Gabriel ont construit une dynamique
aléatoire sur I’espace des boucles dans une variété riemannienne, a 1’aide d’une EDPS
qui prend la forme

ou® = Ou” + g, (w) P Du + Z oX(u)&; , (10)
i=1

voir la figure 2. La liste (presque) complete des arbres indexant les composantes d’un
modele dans J( est dans ce cas

o,d , 8 %@@%%WR%%%%

FARNSE R IR VIRV T S SR
Ko, 8,4, % N G, Y .0, &€

Dans [3]], des quantités géométriques naturelles comme la courbure scalaire jouent un
role important et fascinant dans 1’étude de 1’équation ((10).
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FiGuURE 2 — La solution de (10) sur la sphere a deux instants proches.



La structure algébrique. On peut remarquer que les deux exemples de produits
renormalisés que nous avons discutés dans (4)-(9) sont simplement donnés par la
soustraction d’une constante. En général, la procédure de renormalisation (et donc la
transformation de X¢ vers X¢) est effectivement décrite dans [4] par une opération de
recentrage. Cependant, ce recentrage peut étre plus compliqué que la simple soustraction
d’une constante, la raison étant que la soustraction d’une constante n’est pas forcément
un élément du groupe E_ décrivant les transformations ‘admissibles’ de 1’espace des
modeles. On montre dans [4] que pour autant que la collection d’arbres générant I ait
certaines propriétés naturelles dans ce contexte, il existe un unique élément (déterministe)
ge € G_ du groupe de renormalisation tel que si I’on pose Xe(1) = X°(g.7), alors
toutes les composantes de X¢ sont d’espérance nulle.

Pour décrire le groupe de renormalisation 6_, nous construisons une algébre avec
unité (#_, -, 1) engendrée par les arbres de type (6)) ou et nous réalisons 6_ comme
I’espace des caractéres de #_, c’est-a-dire des morphismes d’algebre g : #_ — R.
Pour décrire le produit de groupe dans €_, nous munissons #_ d’une structure de
cogébre (coalgebra en anglais) avec un coproduit A~ : #_ — #H_ ® #_ qui satisfait
une propriété de coassociativité

(A” @ Id)A™ = ((d® AT)A™ (12)
et une counité n— € H* telle que
n- @A™ = (([d®@n_)A™ =id (13)

sur #_. Lespace (#_,-,1_, A~ ,n_) est une algébre de Hopf. Le produit dans €_ est
alors le dual du coproduit dans #_ :

C_xE_32(g91,92) 9192 € G_, (91 - 92)(h) :== (g1 ® g2)A™h

pour tout h € #_. La coassociativité de A~ implique que ce produit est associatif :
(91-92) - 93 = g1 - (92 - 93);

et la counité n_ est I’élément neutre tel que n_ - g = g-n_ = g pour tout g € G_,
grice a (13). De plus, il est possible de montrer que tout élément de 6_ possede bien un
inverse.

Comme déja mentionné en page [3] le groupe de renormalisation €_, qui agit sur
I’espace des modeles J, doit conserver une autre structure algébrique sous-jacente,
décrite par un autre groupe que nous appelons G et qui permet de décrire la topologie de
I’espace . Le fait que cette topologie est préservée par €_ est encodée dans une action
de €_ sur G, c’est-a-dire un morphisme de groupe de €_ dans les automorphismes de
%J'_.

Similairement a la construction de €_ et #_, nous avons une algébre de Hopf
(#+,-, 14, AT, n,) engendrée par une collection d’arbres de type (6) ou (11), et le
groupe G est décrit comme ’espace des caracteres de #. L'action de §_ sur € est
décrite par une application A~ : #; — #H_ ® #, qui satisfait une propriété dite de
cointeraction :

MIPODA~ @ ATHAT = (id @ ANHA™, (14)

ou M(13)(2)(4)(T1 RTo®T3RTy) :=(T1 T3 X To ® Ty).
Nous définissons maintenant I’action de €_ sur 6, comme cela : pour g_ € E_ et
g+ €61, g e gy € G, estdonné par

(9- @9 )(hy) = (g- ® g)A hy,  Vhy € X,



On peut voir facilement que la propriété de cointeraction (14) définit une action :

g-e(g-egy)=(9--g-)egy, g—.g- €G-, gy €.

Nous avons vu qu'un modele X € J( définit une fonction linéaire X : #_ —
9/(R%). Si maintenant X € J est un modele et g € G_ estun élément du groupe de
renormalisation, on peut définir un nouveau modele X9 € Al par

X9:H_ — D'(RY), X9(1) := (g ® X)A 7. (15)

Les espaces . et #_ sont réalisés comme espaces vectoriels engendrés par des
objets combinatoires, des arbres enracinés et décorés, correspondant aux arbres dans
(@) ou (11). Les coproduits A~ et At de tels arbres sont tous les deux construits a 1’aide
d’une opération d’extraction et de contraction de sous-foréts :

: YNV
- = e A

ou

— nous partons d’un arbre, sur la gauche

— au centre, nous sélectionnons une sous-forét, coloriée en rouge

— adroite, la sous-forét coloriée est extraite dans le terme a gauche du produit tensoriel,

et contractée a droite.

La différence principale entre les opérations A~ et AT est dans la sélection des sous-

foréts qui sont extraites : dans le cas de AT on extrait uniquement des ‘sous-foréts’

consistant en un seul arbre qui contient la racine de 1’arbre de départ. De plus, les

deux opérations interagissent différemment avec les décorations de ces arbres qui en

particulier permettent d’associer a chaque arbre une notion de degré. L’opération A~

n’extrait alors que des sous-arbres de degré négatif alors que AT est tel que chaque

‘tronc’ touchant la racine de I’arbre restant apres contraction détermine un sous-arbre de

degré positif.

Les propriétés de coassociativité et cointeraction vues ci-dessus ont une interpré-
tation naturelle en termes d’opérations combinatoires sur ces arbres et foréts. Notre
construction généralise une approche a I’analyse numérique des équations différentielles
ordinaires, appelée intégration numérique géométrique, qui a été initiée par J. Butcher
[5]] et ensuite développée notamment par E. Hairer et ses collaborateurs [g]]. L’espace
(F,-, 1, AT n,) est aussi une généralisation de I’algebre dite de Connes-Kreimer
qui a été introduite dans les années 9o pour décrire algébriquement la renormalisation
dans la théorie quantique des champs [6]. Une synthese de cette structure algébrique
dans des contextes variés est réalisée dans [f7]).
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